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不同质量块布局双端固支梁的等效弹簧系数的热效应

伍　康，叶雄英，刘力涛，杜　敏，周兆英

（清华大学 精密仪器与机械学系 精密测试技术与仪器国家重点实验室，北京１０００８４）

摘要：通过理论研究和有限元仿真分析了热效应对两种不同质量块布局的双端固支梁的等效弹簧系数的影响，两种质量

块分别布局为质量块与梁对称布置和质量块位于梁平面一侧布置。推导了双端固支梁等效弹簧系数随温度的变化公

式，仿真分析了双端固支梁质量块系统的一阶固有频率以及质量块在静载荷作用下的位移。通过固有频率及载荷位

移两种方式，分别得到了两种布局下的质量系统在不同温度下的等效弹簧系数。对于质量块对称布置和单侧布置，根据

一阶固有频率得到的等效弹簧系数随温度的变化与理论分析都吻合；而利用载荷位移得到的等效弹簧系数随温度的变

化，需要对位移进行修正。计算结果表明，对于质量块位于梁一侧的系统，温度变化对其等效弹簧系数有重要影响，质量

块的不对称会在温度变化时产生对梁的弯矩作用，从而使质量块产生位移，造成微机电传感器和执行器输出信号的改

变。
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犖，犳（０）ｉｓｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ｗｉｔｈｏｕｔａｘｉａｌｆｏｒｃｅ，犔ｉｓｔｈｅｂｅａｍｌｅｎｇｔｈ，犈ｉｓ

ｔｈｅＹｏｕｎｇ’ｓｍｏｄｕｌｕｓｏｆｔｈｅｂｅａｍ，ａｎｄ犐ｉｓｔｈｅ

ｍｏｍｅｎｔｏｆｉｎｅｒｔｉａｏｆｔｈｅｂｅａｍｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ．Ｉｆ

ｔｈｅｂｅａｍｉｓｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄａｓａｓｐｒｉｎｇ，ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏ

ｔｈｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｙ，ｔｈｅｓｐｒｉｎｇｃｏｎｓｔａｎｔｉｓ：

犽＝４π
２犿犳

２， （２）

ｗｈｅｒｅ犽ｉｓｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｓｐｒｉｎｇｃｏｎｓｔａｎｔ，犿ｉｓ

ｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｍａｓｓ，犳ｉｓｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｖｉｂｒａ

ｔｉｏｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙ．

　Ｆｏｒａｄｏｕｂｌｅｃｌａｍｐｅｄｂｅａｍ ｗｉｔｈａｍａｓｓａｓ

ｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．１ｏｒＦｉｇ．２，ｓｉｎｃｅｔｈｅｍａｓｓｉｓｍｕｃｈ

Ｆｉｇ．１　Ｂｅａｍｍａｓｓｓｔｒｕｃｔｕｒｅｗｉｔｈａｃｅｎｔｒａｌｍａｓｓ（ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ１）

０１４１ 　　　　　　ＯｐｔｉｃｓａｎｄＰｒｅｃｉｓｉｏｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ　　　　 Ｖｏｌ．１７　



Ｆｉｇ．２　Ｂｅａｍｍａｓｓｓｔｒｕｃｔｕｒｅｗｉｔｈａｓｉｄｅｍａｓｓ（ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ２）

ｗｉｄｅｒａｎｄ／ｏｒｔｈｉｃｋｅｒｔｈａｎｔｈｅｂｅａｍｓｏｔｈａｔｔｈｅ

ｂｅｎｄｉｎｇｏｆｔｈｅｍａｓｓｃａｎｂｅｎｅｇｌｉｇｉｂｌｅ．Ａｎｄｔｈｅ

ｅｑｕａｔｉｏｎ（２）ｃａｎａｌｓｏｂｅａｐｐｌｉｃａｂｌｅｆｏｒｔｈｅｓｅ

ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｗｈｉｌｅ 犿 ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ

ｍａｓｓｏｆｔｈｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ．Ｔｈｅ犽ｃａｎａｌｓｏｂｅｃａｌｃｕ

ｌａｔｅｄｆｒｏｍｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｕｎｄｅｒｌｏａｄｉｎｇｂｙ：

犽＝
Δ犉

Δ狕
， （３）

ｗｈｅｒｅΔ犉ｉｓｌｏａｄｉｎｇｉｎ狕ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ，Δ狕ｉｓｔｈｅｄｉｓ

ｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｔｈｅｍａｓｓｉｎ狕ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ．

　Ｉｎｔｈｉｓｗｏｒｋ，ｓｍａｌｌｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｒａｎｇｅｉｓｃｏｎ

ｓｉｄｅｒｅｄ，ｓｏｗｅａｓｓｕｍｅｔｈａｔｔｈｅＹｏｕｎｇ’ｓｍｏｄｕ

ｌｕｓｉｓｎｏｔｃｈａｎｇｅｗｉｔｈｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ．Ｉｆｔｅｍｐｅｒａ

ｔｕｒｅｃｈａｎｇｅｓΔ犜，ｔｈｅａｘｉａｌｆｏｒｃｅ犖ｉｎｄｕｃｅｄｂｙ

ｔｈｅｒｍａｌｓｔｒｅｓｓｉｓｇｉｖｅｎｂｙ犖＝犈犃αΔ犜，ｗｈｅｒｅ犃

ｉｓｔｈｅａｒｅａｏｆｔｈｅｂｅａｍｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ，αｉｓｔｈｅｃｏ

ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆｔｈｅｒｍａｌｅｘｐａｎｓｉｏｎ．Ｆｏｒｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ

ｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．１ｏｒＦｉｇ．２，ｔｈｅａｘｉａｌｆｏｒｃｅａｐｐｌｉｅｄ

ｔｏｔｈｅｂｅａｍｉｎｃｌｕｄｅｓｔｗｏｐａｒｔｓ，ｔｈｅａｘｉａｌｆｏｒｃｅｓ

ｉｎｄｕｃｅｄｂｙｔｈｅｂｅａｍａｎｄｔｈｅｍａｓｓｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

Ｓｏｔｈｅｔｏｔａｌａｘｉａｌｆｏｒｃｅａｐｐｌｉｅｄｏｎｔｈｅｂｅａｍｃａｎ

ｂｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｌｙｇｉｖｅｎｂｙ：

犖ｔｏｔａｌ＝犖ｂｅａｍ＋犖ｍａｓｓ＝（犈ｂｅａｍ＋犈ｍａｓｓ）·犃·α·Δ犜，（４）

　Ｗｅｄｅｆｉｎｅβａｓｔｈｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ

ｓｐｒｉｎｇｃｏｎｓｔａｎｔｂｙ：

β（犖）＝
犽（犖）

犽（０）
， （５）

ｗｈｅｒｅ犽（犖）ｉｓｔｈｅｓｐｒｉｎｇｃｏｎｓｔａｎｔｗｉｔｈａｘｉａｌ

ｆｏｒｃｅ犖，犽（０）ｉｓｔｈｅｓｐｒｉｎｇｃｏｎｓｔａｎｔｗｉｔｈｏｕｔａｘｉ

ａｌｆｏｒｃｅ．Ｆｒｏｍｅｑｕａｔｉｏｎｓ（１），（４）ａｎｄ（５），ｗｅ

ｈａｖｅｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎ：

β（Δ犜）＝
犽ｂｅａｍ（Δ犜）

犽ｂｅａｍ（０）
＝

１＋
０．２９４９（犈ｂｅａｍ＋犈ｍａｓｓ）犃α·Δ犜·犔

２

１２犈ｂｅａｍ犐
，（６）

３　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎａｎｄｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎ

Ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｗｏｄｏｕｂｌｅｃｌａｍｐｅｄｂｅａｍｍａｓｓｓｉｌｉｃｏｎ

ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．１ａｎｄＦｉｇ．２．Ｔｈｅｏｎｌｙ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｔｗｏｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｉｓｔｈａｔｔｈｅ

ｍａｓｓｏｆｔｈｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅ２ｉｓｐｌａｃｅｄｏｎｔｏｐｏｆｔｈｅ

ｂｅａｍｗｈｉｌｅｔｈｅｍａｓｓｏｆｔｈｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅ１ｉｓｓｙｍ

ｍｅｔｒｉｃｉｎｔｈｅ狕ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ．Ｔｈｅｔｈｉｃｋｎｅｓｓａｎｄｔｈｅ

ｗｉｄｔｈｏｆｔｈｅｍａｓｓｅｓａｒｅｍｕｃｈｌａｒｇｅｒｔｈａｎｔｈｏｓｅ

ｏｆｔｈｅｂｅａｍｓ，ｓｏｔｈｅｂｅｎｄｉｎｇｏｆｔｈｅｍａｓｓｅｓｃａｎ

ｂｅｎｅｇｌｉｇｉｂｌｅ．Ｎａｓｔｒａｎｓｏｆｔｗａｒｅｗａｓｕｓｅｄｔｏｓｉｍ

ｕｌａｔｅｔｈｅｎｏｒｍａｌｍｏｄｅａｎｄｓｔａｔｉｃｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ．

Ｔｈｅｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌｓｕｓｉｎｇ３Ｄ Ｈｅｘａｅｌｅ

ｍｅｎｔｓａｒｅｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．３．Ｔｈｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅｔｅｍ

ｐｅｒａｔｕｒｅｉｎｔｈｉｓｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｉｓｓｅｔａｓ２０ ℃，ａｔ

ｗｈｉｃｈｉｔｉｓａｓｓｕｍｅｄｔｈａｔｔｈｅｒｅｉｓｎｏｔｈｅｒｍａｌ

ｓｔｒｅｓｓ．Ｆｉｒｓｔｌｙ，ｗｅｕｓｅＮａｓｔｒａｎｔｏｇｅｔｔｈｅｆｒｅ

ｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅ’ｓｕｐａｎｄｄｏｗｎｖｉｂｒａｔｉｏｎ

ｍｏｄｅａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ，ａｎｄｔｈｅｅｑｕｉｖａ

ｌｅｎｔｓｐｒｉｎｇｃｏｎｓｔａｎｔ犽ｃａｎｂｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄｕｓｉｎｇｔｈｅ

ｅｑｕａｔｉｏｎ（２）．Ｔｈｅｎｗｅｇｅｔβｆｒｏｍｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎ

（５）．Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｗｅｓｉｍｕｌａｔｅｄｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆ

ｔｈｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｕｎｄｅｒａｎｉｎｅｒｔｉａｌｌｏａｄｏｆ１０ｔｉｍｅｓ

ｏｆｇｒａｖｉｔｙｗｈｅｎｃｈａｎｇｉｎｇｔｈｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅ’ｓｔｅｍ

ｐｅｒａｔｕｒｅ，ａｎｄｇｅｔｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｏｎｅｐｏｉｎｔ

ａｔｔｈｅｃｅｎｔｅｒｏｆｔｈｅｉｎｔｅｒｆａｃｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｂｅａｍ

ａｎｄｔｈｅｍａｓｓ．Ｔｈｅｎ犽ｃａｎｂｅｇｏｔｆｒｏｍｔｈｅｅｑｕａ

ｔｉｏｎ（３）ａｎｄβｉｓｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎ（５）．

Ｆｉｇ．３　ＴｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＦＥＭｍｏｄｅｌｓｏｆｔｈｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ

１１４１Ｎｏ．６ 　ＷＵＫａｎｇ，犲狋犪犾．：Ｔｈｅｒｍａｌｅｆｆｅｃｔｏｎｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｓｐｒｉｎｇｃｏｎｓｔａｎｔｓｏｆ…



Ｆｉｇ．４　βｃｈａｎｇｅｓｗｉｔｈｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ（ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ１）

　Ｆｉｇ．４ａｎｄＦｉｇ．５ｓｈｏｗβｃｈａｎｇｉｎｇｗｉｔｈｔｅｍ

ｐｅｒａｔｕｒｅｆｏｒｓｔｒｕｃｔｕｒｅ１ａｎｄｓｔｒｕｃｔｕｒｅ２ｒｅｓｐｅｃ

ｔｉｖｅｌｙ．ＦｒｏｍＦｉｇ．４，ｗｅｆｉｎｄｔｈａｔｔｈｅβｇｏｔｆｒｏｍ

ｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｉｓｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｗｉｔｈＥｑ．（６），ａｎｄｔｈｅ

βｆｒｏｍｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｉｓｃｌｏｓｅｔｏＥｑ．（６）ｗｉｔｈ

ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｌｅｓｓｔｈａｎ２％ ｉｎｔｈｅｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ

ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｒａｎｇｅ（狋＝１５～２５℃）．Ｔｈｉｓｓｈｏｗｓ

ｔｈａｔｔｈｅｔｈｅｏｒｙｉｓａｃｃｕｒａｔｅｔｏｐｒｅｄｉｃｔｔｈｅｖａｒｉａ

ｔｉｏｎｏｆｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｓｐｒｉｎｇｃｏｎｓｔａｎｔｄｕｅｔｏｔｈｅ

ｃｈａｎｇｉｎｇｏｆｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｆｏｒｓｔｒｕｃｔｕｒｅ１．Ｉｎ

Ｆｉｇ．５，ｔｈｅβｇｏｔｆｒｏｍｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｓｔｒｕｃ

ｔｕｒｅ２ｉｎｃｒｅａｓｅｓｗｉｔｈｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｒｉｓｉｎｇ，ｗｈｉｃｈ

ｉｓｖｅｒｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｏｍｔｈｅβｆｒｏｍｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ａｎｄＥｑ．（６）．Ｔｏｆｉｎｄｔｈｅｃａｕｓｅｏｆｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ，

ａｄｄｉｔｉｏｎａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｗｅｒｅｃｏｎｄｕｃｔｅｄｔｏｇｅｔｔｈｅ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｔｈｅｍａｓｓｗｉｔｈｔｈｅｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ

ｖａｒｉａｔｉｏｎｗｉｔｈｏｕｔｌｏａｄｉｎｇａｎｄｔｈｅ狓ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ

ｓｔｒｅｓｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｔｔｈｅｂｅａｍｅｎｄｓｉｎｔｅｒｆａｃｅｄ

ｗｉｔｈｍａｓｓ．Ｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆｔｈｅ

ｔｗｏｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓａｔ２５℃ａｒｅｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．６．Ｉｔｉｓ

ｆｏｕｎｄｔｈａｔｔｈｅｂｅａｍｏｆｓｔｒｕｃｔｕｒｅ２ｉｓｂｅｎｄｉｎｇ

Ｆｉｇ．５　βｃｈａｎｇｅｓｗｉｔｈｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ（ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ２）

ｕｐ，ｗｈｉｌｅｔｈｅｂｅａｍｏｆｓｔｒｕｃｔｕｒｅ１ｒｅｍａｉｎｓｆｌａｔ．

Ｆｉｇ．７ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｓ狓ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｔｒｅｓｓｄｉｓｔｒｉｂｕ

ｔｉｏｎｓａｔｔｈｅｂｅａｍｅｎｄｉｎｔｅｒｆａｃｅｄｗｉｔｈｍａｓｓ．Ｔｈｅ

狓ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｔｒｅｓｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｓｔｒｕｃｔｕｒｅ１ｉｓ

ｓｙｍｍｅｔｒｉｃｉｎｔｈｅ狕ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ，ｓｏｔｈｅｒｅｉｓｎｏｂｅｎ

ｄｉｎｇｍｏｍｅｎｔ．Ｔｈｅａｓｙｍｍｅｔｒｉｃｓｔｒｅｓｓｄｉｓｔｒｉｂｕ
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●下期预告

小波变换和犣犲狉狀犻犽犲矩的图像区域复制篡改鲁棒取证

王俊文，刘光杰，张　湛，戴跃伟，王执铨

（南京理工大学 自动化学院，江苏 南京２１００９４）

现有的图像区域复制篡改检测算法其后处理的鲁棒性大多比较差，并且时间复杂度高。针对现有

篡改技术，提出了一种有效且快速的检测与定位篡改区域算法。该算法首先将图像进行小波分解，对低

频图像进行块分解，提取每块的Ｚｅｒｎｉｋｅ矩特征，并将特征向量排序，然后为每个特征向量搜索阈值符

合的相似特征向量，最后利用区域面积阈值去除错误的相似块对，并结合数学形态学定位篡改区域。实

验结果表明该算法不仅能有效地对抗常规的后处理操作，而且只在１／４图像上搜索块空间，提高了运算

效率。本方法可用于面向图像内容的真实性鲁棒取证。
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